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Resumen
Este trabajo tiene como propo´sito construir un modelo estadı´stico multivariado para clasificar pacientes con problemas
refractivos oculares, en te´rminos de un conjunto de variables que especifican un tipo de defecto refractivo ocular. El
estudio se desarrollo´ en Barranquilla, Colombia, con las historias clı´nicas de 499 pacientes, de diferentes profesiones,
con edades de 8 a 82 an˜os. Los pacientes fueron seleccionados al azar de una base de datos facilitada para este fin por
un consultorio optome´trico de la ciudad. La base de datos consta de 15 variables cuantitativas y 5 variables cualitativas.
Las te´cnicas de ana´lisis multivariados aplicadas al estudio fueron: el Ana´lisis Factorial por Componentes Principales,
con el objetivo de crear nuevas variables que resuman o´ptimamente toda la informacio´n contenida en las variables
estudiadas, y luego el Ana´lisis Discriminante, con el propo´sito de clasificar a los pacientes en algunos de los grupos
definidos por el tipo de defecto refractivo ocular manifestado en su diagno´stico. El ana´lisis multivariado es una herra-
mienta que permite descubrir la interdependencia que pueda existir entre variables que miden un defecto refractivo
visual (dioptrı´as en el lente esfe´rico, dioptrı´as en el lente cilı´ndrico, eje del cilindro, agudeza visual visio´n pro´xima),
la dependencia del tipo de defecto refractivo ocular diagnosticado por el me´dico, y este conjunto de variables o sub-
conjunto generado de ellas, a fin de efectuar la clasificacio´n de grupos de pacientes segu´n el tipo de defecto refractivo
visual que manifieste en su diagno´stico, y la prediccio´n o asignacio´n de un paciente en uno de entre varios grupos
definidos.
Palabras claves: Problemas refractivos oculares, historias clı´nicas, diagno´stico, ana´lisis factorial, ana´lisis discriminante.
Abstract
The present work intends to build a multivariate statistical model to classify patients with ocular refractive problems
(hyperopia, myopia, astigmatism, hyperopic astigmatism and myopic astigmatism) in terms of a set of variables that
specify a type of eye refractive defect. This study was developed in the North of Barranquilla, analyzing the medical
histories provided by a clinic in Optometry. In total 499 patients were selected at random to analyze their diagnostic.
Their ages were in the range of 8 to 82, with different professions. The database has 15 quantitative variables and 5
qualitative variables. The Multivariate analyzing techniques than were applied to the study, were the principal com-
ponents factorial analysis with the aim of creating new variables than summarize all information which it may have
in the original variables and the discriminant analysis with the purpose of classifying patients in some of the groups
defined by the type of defects refractive manifested in his diagnostic.
Keywords: Ocular refractive problems, medical histories, diagnostic, principal components factorial analysis,
discriminant analysis
J. Barraza H. Herna´ndez / Matua Revista Del Programa De Matema´ticas (2014) 84–94 85
1. Introduccio´n
En el Caribe colombiano, los oftalmo´logos
y opto´metras recomiendan utilizar anteojos con
filtro de proteccio´n contra los rayos ultravioletas
del sol. La alta incidencia de personas que esta´n
padeciendo de defectos refractivos oculares lla-
ma mucho la atencio´n. Algunas enfermedades
visuales son de cara´cter multifactorial (M, Tama-
yo, 2001); por ejemplo, el glaucoma y la hiper-
metropı´a elevada. La ambliopı´a o deterioro de la
agudeza visual se produce con mayor frecuen-
cia cuando hay estrabismo. Este trastorno pue-
de ocurrir en ambos ojos, si los dos ojos tienen
visio´n borrosa. Ello puede ocurrir cuando hay
un alto grado de miopı´a, hipermetropı´a o astig-
matismo. Enfermedades como la catarata pue-
den generar una ambliopı´a; y cualquier factor
que impida que una imagen clara pueda ser en-
focada sobre la retina en la parte posterior del
ojo, puede llevar al desarrollo de ambliopı´a en
una persona. Con respecto a la frecuencia de
aparicio´n de miopı´a, es de destacar la influen-
cia racial: en los paı´ses asia´ticos hay un alto por-
centaje de esta ametropı´a. La miopı´a es muy
comu´n en las personas con una excesiva longi-
tud axial. En un estudio comparativo con mues-
tras de 1000 pacientes de dos ciudades colombia-
nas, Bogota´ y Barranquilla, realizado por la Aca-
demia de Medicina, se encontro´ que el 56 % del
grupo estudiado eran miopes en Bogota´, mien-
tras que en Barranquilla era del 49 %. En este
estudio realizado recientemente en el Norte de
Barranquilla, en personas de diferentes edades,
oficios y ocupaciones, se encontro´ que el 35,07 %
padecı´an de hipermetropı´a y astigmatismo, el
5,85 % solo padecı´a de hipermetropı´a, el 20,24 %
de astigmatismo mio´pico, el 12,02 % de miopı´a y
el 6,81 % de astigmatismo puro en uno o en am-
bos ojos. De los 60 pacientes que en sus histo-
rias se les diagnostico´ miopı´a en uno o en ambos
ojos, el 80 % tienen en alguna forma un grado
de escolaridad (docentes o estudiantes, emplea-
dos de oficina, empleados de la salud). En el caso
de la hipermetropı´a sola o combinada con astig-
matismo, se encontro´ que el 60,92 % de los pa-
cientes la padecen. Este defecto se presenta en la
pra´ctica con una frecuencia muy elevada (55 %),
segu´n estudios realizados por los Dres. M.L. Ta-
mayo Ferna´ndez y G. Tamayo Ferna´ndez. En las
historias clı´nicas analizadas se encontraron pa-
cientes con antecedentes familiares y anteceden-
tes personales de todo tipo (me´dico, trauma´ti-
co, quiru´rgico y ale´rgico). Se encontraron, tam-
bie´n, pacientes con baja visio´n, con dificultad
para leer, ver televisio´n o desplazarse indepen-
dientemente. Entre las causas de la baja visio´n
esta´n las enfermedades transmitidas por los pa-
dres, como la diabetes o la hipertensio´n arterial.
Entre las enfermedades ma´s comunes que cau-
san baja visio´n se tienen: glaucoma, retinopatı´a
diabe´tica o hipertensiva, y catarata. La presbicia,
por ejemplo, es una condicio´n de la visio´n que
consiste en una disminucio´n gradual de la capa-
cidad de enfocar objetos cercanos (30 a 40 cm),
debida a una pe´rdida de la elasticidad del cris-
talino, que comienza a manifestarse despue´s de
los 40 an˜os.
2. Te´cnicas estadı´sticas multivariadas aplica-
das
Al aplicar pruebas de normalidad multiva-
riada y de igualdad de matrices de varianzas-
covarianzas, se encontro´ que en ambos casos se
rechazan estos supuestos en cada uno de los gru-
pos. Ve´ase los anexos (Tabla 1). Cuando se apli-
ca ana´lisis factorial por componentes principales
(AFCP) sobre todas las variables en el estudio,
se observo´ un ı´ndice de esfericidad KMO ma-
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yor que 0.5, indicio de existencia de correlacio´n
significativa entre variables. Identificadas las va-
riables latentes (con AFCP) que especifican el ti-
po de defecto refractivo ocular, se utilizo´ ana´li-
sis discriminante (AD) lineal y cuadra´tico por el
me´todo de inclusio´n por pasos, para construir
los modelos mediante los cuales se puedan cla-
sificar los pacientes en una de las siguientes cin-
co categorı´as de la variable diagno´stico: astig-
matismo (grupo 1), astigmatismo hiperme´trope
(grupo 2), astigmatismo mio´pico (grupo 3), hi-
permetropı´a (grupo 4) y miopı´a (grupo 5). En la
muestra, despue´s de excluidos los datos atı´picos,
quedaron 376 pacientes, de los cuales 26 perte-
necen al grupo 1, 129 al grupo 2, 65 al grupo 3,
113 al grupo 4 y 43 al grupo 5. Para especificar
un defecto refractivo ocular, se utilizan diferen-
tes tipos de variables, en su mayorı´a cuantitati-
vas, como lo son: dioptrı´as en el lente esfe´rico
ojo derecho e izquierdo (Lesld y Lesli); adicio´n
en las lentes ojo derecho e izquierdo (ADDd y
ADDi); lente cilı´ndrico ojo derecho e izquierdo
(Lcild, Lcili); eje del cilindro ojo derecho e iz-
quierdo (Ejed, Ejei); agudeza visual para visio´n
de lejos ojo derecho e izquierdo (Avld, Avli), y
agudeza visual para visio´n pro´xima ojo derecho
e izquierdo (Avpd, Avpi).
Las u´ltimas variables que se registran en los
diagno´sticos son las distancias pupilares para vi-
sio´n de cerca y de lejos (Dpc, Dpl). La variable
edad es utilizada como ilustrativa.
En la bu´squeda de determinar unos pocos
factores que retengan la mayor variabilidad con-
tenida en los datos, utilizando el SPSS y apli-
cando el AFCP sobre la matriz de correlaciones,
se tiene que con seis componentes se explica un
93,846 % de la variabilidad total. Al agrupar las
variables en torno a cada componente aplicando
el me´todo de rotacio´n Varimax, se observa, en la
tabla 2, que:
• En la primera componente esta´n bien re-
presentadas las variables ADDd, ADDi,
Avpd y Avpi. Cuando se precisa hacer
una adicio´n dio´ptrica en una lente, es por-
que hay presencia de presbicia; esta com-
ponente sera´ denominada de “correccio´n
pre´sbita” (CP).Los anteojos de lectura son
el modo ma´s comu´n de corregir los proble-
mas de presbicia . Para evaluar la agude-
za visual de cerca se utiliza la Cartilla de
Jaeguer. Si el paciente comienza a alejarse,
buscando mejor iluminacio´n, es sen˜al de
presbicia.
• En la segunda componente esta´n bien re-
presentadas las variables Lcild, Lcili, Ejed
y Ejei. Este es el tipo de lentes utiliza-
dos para corregir astigmatismo, y presen-
tan una curva ma´s amplia en una direccio´n
que en la otra . La segunda componente
sera´ denominada “Correccio´n Astigma´tica
(CA)”.
• En la tercera componente esta´n bien repre-
sentadas las variables Avld y Avli. Como
la agudeza visual para ver de lejos es una
medida de la capacidad del sistema visual
para detectar, reconocer o detallar situa-
ciones espaciales, la primera componente
sera´ denominada de “agudeza visual de le-
jos” (AVL).
• En la cuarta componente esta´n bien repre-
sentadas las variables Lesld y Lesli. La for-
mulacio´n de lentes esfe´ricas se da para co-
rregir problemas de hipermetropı´as o de
miopı´as; la hipermetropı´a se corrige con
lente convergente, y la miopı´a con lente di-
vergente; por ello, la segunda componente
principal es denominada de “ubicacio´n del
objeto respecto a la retina” (UORR).
• En la quinta componente esta´n bien repre-
sentadas las variables Dpc y Dpl. Esta com-
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ponente sera´ denominada distancia inter-
pupilar (DIP).
En la gra´fica 1(Ver Anexos) se observa con
claridad, que´ grupos de variables esta´n asocia-
dos a los componentes rotados por ejemplo:
• La primera componente esta´ correlaciona-
da positivamente con las variables Lesd,
Lesli, ADDd, ADDi, y la variable ilustra-
tiva Edad; y negativamente, con las varia-
bles Avpd, Avpi, Avli y Avld.
• Las variables Lcild, Lcili, Ejed y Ejei esta´n
correlacionadas con la segunda compo-
nente, las dos primeras negativamente y
las otras positivamente.
• Las variables Dpc y Dpl se encuentran
muy cerca al origen, indicando que tienen
una baja contribucio´n en la formacio´n de
las dos primeras componentes.
2.1. Aplicacio´n del ana´lisis discriminante en los
problemas refractivos oculares
El AD es utilizado para clasificar a los pacien-
tes en uno de los cinco grupos:
1. Astigma´ticos (A).
2. Astigma´ticos hiperme´tropes (AH).
3. Astigma´ticos mio´picos (AM).
4. Hiperme´tropes (H).
5. Miopes (M).
Esta te´cnica proporciona los me´todos que
permiten establecer reglas que se puedan em-
plear para clasificar a otros pacientes en uno
de los grupos anteriormente mencionados. En
el AD con una variable dependiente con cinco
categorı´as y 14 variables explicativas, el nu´me-
ro ma´ximo de ejes discriminante es cuatro. La
clasificacio´n de los pacientes entre los grupos se
hace considerando las variables que ma´s y me-
jor caracterizan el tipo de defecto refractivo ocu-
lar, y que en consecuencia diferencian a los gru-
pos. Estas variables denominadas discriminan-
tes, se presentan como combinaciones lineales
(o cuadra´ticas) de las variables originales, y se
expresan por una o ma´s funciones discriminan-
tes. Al aplicar AD por pasos, sobre la variable
diagno´stico con las variables latentes generadas
por el AFCP, los resultados son los que se mues-
tran en la tabla 2.
Los resultados muestran que las variables de
la Tabla 3, son las que ma´s discriminan en la cla-
sificacio´n de los pacientes en las diferentes cate-
gorı´as de la variable diagno´stico. El estadı´stico
lambda de Wilks, que contrasta la hipo´tesis nula
igualdad de medias entre los grupos, es recha-
zado muy significativamente, ya que el p-valor
es igual a 0,000. Por lo tanto, se concluye que la
informacio´n aportada por las variables latentes
es estadı´sticamente significativa en la discrimi-
nacio´n de las categorı´as. El estadı´stico lambda
de Wilks muestra que su menor valor se tiene
cuando se incluyen las seis variables.
2.2. Construccio´n del modelo con las variables dis-
criminantes
Identificadas las variables discriminantes, el
paso siguiente es la construccio´n del modelo. En
el caso lineal, la comparacio´n de las funciones
discriminantes genera desigualdades de la for-
ma:
(~xi− ~xj)′S−1~x− 12 (~xi− ~xj)
′S−1(~xi + ~xj) >
1
2
ln
Πj
Πi
Donde Πi es la probabilidad a priori para la ca-
tegorı´a i = 1, . . . , 5 y S es la matriz de varianzas-
covarianzas combinadas; en este caso, esa matriz
tiene como elementos los mostrados en la tabla
4.
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En el caso cuadra´tico, estas funciones gene-
ran desigualdades de la forma:
~x′(S−1j −S−1i )~x− 2x′(S−1j ~xj−S−1i ~xi)+ (~x′jS−1j ~xj−
~x′iS
−1
i
~xi) > ln
|Si|
|Sj| + ln
Πi
Πj
En ambos modelos, se clasifica al individuo ~x,
en la poblacio´n i, si se satisface la desigualdad
para cada j, j = 1, . . . , 5, j , i, i = 1, . . . , 5. Las
Sj, j = 1, . . . , 5, son las matrices de varianzas-
covarianzas muestrales de cada categorı´a.
Construidas estas funciones, el intere´s se cen-
tra en determinar su importancia en la correc-
ta clasificacio´n de los pacientes. Para ello, bas-
tarı´a comparar el porcentaje de personas correc-
tamente clasificadas en cada grupo, en relacio´n
con el porcentaje de pacientes que se esperarı´a
fueran correctamente clasificados aleatoriamen-
te, teniendo en cuenta los taman˜os de cada gru-
po.
Las probabilidades previas de clasifica-
cio´n de pacientes en astigma´ticos, astigma´ti-
cos hiperme´tropes, astigma´ticos mio´picos, hi-
perme´tropes y miopes fueron: 0.071, 0.333, 0.181,
0.286 y 0.129, respectivamente. Estos resulta-
dos se deducen de la tabla 5, Grupo 1 (As-
tigma´ticos);Π1 = 27(27+127+69+109+49) = 0,071,etc.
No tiene sentido utilizar las funciones discrimi-
nantes para clasificar pacientes si el porcentaje
de pacientes bien clasificados son valores cerca-
nos a los anteriores. Las diferencias en los resul-
tados de clasificacio´n son notorias. Mientras que
en el modelo lineal el porcentaje clasificado co-
rrectamente respecto a los casos agrupados ori-
ginales fue de 79,8 %, para el modelo cuadra´tico
fue del 87,9 %, como se observa en la tabla 5 (ver
anexos).
La discriminacio´n cuadra´tica muchas veces
resulta bastante inestable, salvo que se tenga
muestras grandes , adema´s de que con frecuen-
cia se presentan mejores resultados con el mode-
lo lineal; en este caso, sucedio´ todo lo contrario.
Se observa, asimismo, la estabilidad de los dos
modelos. Comparando los resultados de clasifi-
cacio´n al aplicar estos modelos en comparacio´n
con una clasificacio´n al azar, mediante el ı´ndi-
ce de significancia pra´ctica (ISP), se observa en
el caso lineal un 73,84 % de pacientes bien cla-
sificados, en comparacio´n con el porcentaje de
pacientes que se esperarı´a fueran bien clasifica-
dos, al azar, en caso cuadra´tico: este porcentaje
es ma´s del 82 %. El ISP es un criterio que se uti-
liza para determinar que´ tan bueno es un mode-
lo en la correcta clasificacio´n de los pacientes en
uno de los grupos previamente definidos segu´n
la caracterı´stica de su tipo de defecto refractivo,
y en relacio´n con la cantidad de pacientes que
se esperarı´a fueran correctamente clasificados en
cada grupo al azar.
3. Conclusiones
El AFCP, aplicado a este estudio en el Norte
de Barranquilla, facilito´ descubrir la alta interco-
rrelacio´n entre las variables que tipifican este ti-
po de deficiencias visuales. Con seis factores se-
leccionados, se logra explicar ma´s del 94 % de la
variabilidad total contenida en las variables ori-
ginales.
Al clasificar a los pacientes en una poblacio´n
adecuada, comparando los modelos generados
utilizando AD lineal con el modelo utilizando
AD cuadra´tico, se observo´ un mejor ajuste en el
modelo cuadra´tico.
El AD es muy sensible a las desviaciones de
la normalidad de los datos (Daniel Pen˜a, 2002) y,
a pesar de que la discriminacio´n lineal es ma´s
robusta, en este estudio, con el AD cuadra´tico
se obtuvo un mejor ajuste. Con el AD lineal,
se obtiene una reduccio´n de ma´s del 74 % en el
error de clasificacio´n, en relacio´n con el porcen-
taje obtenido por una clasificacio´n al azar. Con
el AD cuadra´tico, se obtiene una reduccio´n, de
ma´s del 82 %, en el error de clasificacio´n cuando
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este ana´lisis se realiza sobre las variables laten-
tes generadas por el AF. Y con un valor agrega-
do en relacio´n con el modelo lineal —como es
el hecho de la correcta clasificacio´n de ma´s ele-
mentos en cada grupo en relacio´n con el modelo
lineal—, ma´s au´n, la tabla 7 muestra en las casi-
llas sombreadas que solo 10 de los 306 pacientes
bien clasificados por el modelo lineal fueron mal
clasificados por el modelo cuadra´tico. Es decir,
de los 306 elementos bien clasificados por el me-
jor modelo lineal, fueron bien clasificados por el
mejor modelo cuadra´tico 296 (ma´s del 96,7 %).
Para concluir, el mejor modelo lineal de cla-
sificacio´n viene dado por:
(~xi− ~xj)′S−1~x− 12 (~xi− ~xj)
′S−1(~xi + ~xj) >
1
2
ln
Πj
Πi
En el caso cuadra´tico, viene dado por:
~x′(S−1j −S−1i )~x− 2x′(S−1j ~xj−S−1i ~xi)+ (~x′jS−1j ~xj−
~x′iS
−1
i
~xi) > ln
|Si|
|Sj| + ln
Πi
Πj
donde se clasifica al individuo ~x, en la pobla-
cio´n i, si se satisface la desigualdad anterior para
cada j, j = 1, . . . , 5, j , i.
Figura 1. Prueba de normalidad
Figura 2. Extraccio´n de componentes principales
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Figura 3. Variables en el modelo
Figura 4. Matriz de varianzas-covarianzas combinadas
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Figura 5. Matrices de clasificacio´n
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Figura 6. Matrices de varianzas-covarianzas por grupo
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Figura 7. Pacientes pronosticados por cada modelo
Figura 8. Componentes en espacio rotulado
93
J. Barraza H. Herna´ndez / Matua Revista Del Programa De Matema´ticas (2014) 84–94 94
Referencias
[1] http://www.institutodelavision.com/patologias.php
[2] http://www.quirof.cl/lentes-y-lentes-de-contacto-
drjrosasg.htm
[3] http://www.quirof.cl/astigmatismo-drjrosasg.htm
[4] HAIR, J. F; ANDERSON, R. E; TATHAM, R. L; BLACK,
W. C (1999). Ana´lisis Multivariable.5a Ed. Prentice-Hall,
Madrid.
[5] PEN˜A, D. (2002). Ana´lisis de datos multivariantes. Ed.
McGraw-Hill, Interamericana de Espan˜a.
[6] DI´AZ, R.M.; GONZA´LEZ, A. A.; HENAO, P.A.; DI´AZ,
M.M.E. (2012). Una Introduccio´n al Ana´lisis Estadı´stico
Multivariado Aplicado. Ediciones Uninorte, Barranqui-
lla.
Para citar este artı´culo: J. Barraza H. Herna´ndez. 2014, “Modelo estadı´stico utilizando ana´lisis discriminante para clasificar problemas refractivos
oculares en la ciudad de barranquilla”. Disponible en Revistas y Publicaciones de la Universidad del Atla´ntico en
http://investigaciones.uniatlantico.edu.co/revistas/index.php/MATUA.
94
